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Functions: Correlations are depicted both
graphically and algebraically. The pupils familiarise
themselves with direct and inverse proportionality.
They get acquainted with the concept of the
function. The pupils draw straight lines and
parabolas in the coordinate system. They learn the
concepts of the angular coefficient and the
constant term. They interpret graphs, for example
by examining the increase and decrease of a
function. They determine the null points of
functions.

1 BIFUCEE T %5 R (Finnish National Agency
for Education, 2016)
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6 Funktio

arvoilla, mutta ei pdinvastoin.

arvoilla 5 ja—2.

Muuttujan Funktio Funktion

arvo ano
s T g
R ot

i

ESIMERKKI 2
kun muuttujan arvo on
a2 B3 -3

Ratkaisu
a) 22=4

b) 32=9

o (-3)

£ Funktion arvo voi olla sama
eri muuttujan arvoilla.

9 celsius-
asteen l3mps-
tila vastaa
48:aa fahrenheit-
astetta.

Suureiden vilisen riippuvuuden siintdi sanotaan funktioksi. Funktio liittdd
jokaiseen siihen sijoitettuun muuttujan arvoon yhden funktion sidnnén mukaan
saadun arvon. Tétd arvoa kutsutaan funktion arvoksi.

Funktion arvot ovat usein lukuja. Funktio voi saada saman arvon eri muuttujan

ESIMERKKI 1 Funktio lisd lukuun luvun 3. Lasketaan funktion arvo muuttujan

Muuttujan arvo on sijoitettava luku,

Kun lukuun 5 lisatéan luku 3, saadaan luku 8. Vastaavasti kun lukuun -2
in luku 3, saadaan luku 1.

Funktio korottaa luvun toiseen potenssiin. Miki on funktion arvo,

£ Funktio korottaa luvun 2 toiseen potenssiin.

1. Funktio liséd lukuun luvun 7. Taydenna.

Muuttujan  Funktio  Funktion
mie e
;

:
s
o e

2. Funktio kertoo luvun luvulla 2. Tiydenni,

Muuttujan  Funktio  Funktion

3. Funktio liséd lukuun luvun 6. Miki on
funktion arvo, kun sijoitettu luku on
a)10  b)2 90 d)-62

4. Funktio viihentii luvusta luvun 10. Miki
on funktion arvo, kun sijoitettu luku on
12 b8 90 d)-107

5. Kuvio esittiié, minka arvon funktio saa
millakin muuttujan arvolla. Kirjoita
sanallisesti funktion sainto.
a) Muuttujan Funktio Funktion

avo ano

0
RET T o
s

R o T

1
2
3
H

Kuvio esittdd, minki arvon funktio saa
millikin muuttujan arvolla. Kirjoita
sanallisesti funktion sidntd.
6.a) Muuttujan Funktio Funktion
anvo

8. Funktio kertoo luvun luvulla 2 ja vihen-
tid tulosta luvun 5. Miki on funktion
arvo muuttujan arvolla
a)5 b10 90 d)12

9. Funktio kertoo luvun luvulla =2 ja liséé
tuloon luvun 10. Miki on funktion arvo
‘muuttujan arvolla
210 b)0 95

d) =52

220 221
5 ae o o3 .
2 [6 @M% O¥2~x— (Marttiet al., 2022, pp.220-221)
0. ko Punlktion saanto? Taydenns 14. Muodosta funktio, jonka arvo ilmoittaa KOTITEHTAVAT >
taulukko. tikkujen lukumiaran kuvion jarjestys-
TSI LD numeron perusteella. 16. Funktio vihenti luvusta luvun 6. 18. Kirjoita sanallisesti funktion s;
o 5 Taydenna. Muuttujan Funktio Funktion
3 Muuttujan  Funktio Funktion - -
= 1. kuvio 2. kuvio 3. kuvio arvo O i L
3 7 10 ———[0 g S
* § ) Y = =g
a2 4 kuvio o — [ y By
11. Minki arvon tehtévin 10 funktio saa, kun : 15. Muodosta funktio, jonka arvo ilmoittaa 17. Kuvio esittid, minka arvon funktio saa 19. Milla munttujan arv?]la
muuttujan arvo on laatikoiden lukumérin kuvion jarjestys- millikin muuttujan arvolla. Kirjoita 4) seliioin 1) Sudidiossnarvond
i B2l i numeron perusteella. sanallisesti funktion siints. ) tehtivin 18 funktio saa arvon ~13¢
2 % 2’ Muuttujan Funktio Funktion
arvo a 20. Funktio kertoo luvun luvulla 8. Miki on
12. Funktio kertoo muuttujan arvon luvulla 4 ) | 8§ =219 funktion arvo muuttujan arvolla
javabientas malosts lovun S, Milli sty Lhio Zkwio  3kuvio ahavio § A=y a)2 b1 0 d) 22
jan arvolla funktion arvo on 3 ey
a) 397 b) 201 o 1032 § Sy 21. Funktio kertoo luvun luvulla 3 ja véhenta
- tulosta luvun 9. Miki on funktion arvo,
13. Miki on funktion sint6? Tiydenni kun muuttujan arvo on
taulukko. 210 b3 90 d) 52
Muuttujanarvo | Funktion arvo
1 2
3 5 7 j . EKSTRA
3 10 =
4 22. Funktioon sijoitetaan sana KUKKA- 24. Mitki ovat tehtivissi 23 16ytimiesi funk-
5 RUUKKU. Miki on funktion arvo, kun tioiden arvot, jos niihin sijoitetaan sana
— sen santd on 2) AUTO
mittarissa lmps- 8 a) laskea sanan kirjainten lukumi b) KARTTAKEPPI
tilan muutos vaikuttaa b) laskea sanassa olevien eri irjaimien <) PILLERI?
nesteen tiheyteen, lukumairi
jolloin painot i
Butny likkuvat. ©) laskea yleisimmiin kirjaimen lukamiri? | 25. Funktioon sijoitetaan sana LENNON-
JOHTAJA. Minki arvon funktio saa, kun
Jalkapallo-ottelussa joukkue
saa voitosta 3 pistettd, tasapelists useampia mahdollisia a) kertoa yleisin kirjain
1 pisteen ja héviost 0 pistetti. Pallokissat Funktio b) luetella sanan kirjaimet lopusta alkuun
sai sarjassa pelaamistaan 15 ottelusta é KIssA — 2 <) niyttid 1, jos sana on adjektiivi, ja
28 sarjapistetti. Voittoja oli nelj& enemman MAKARONI ————— 4 niyttii 0 muissa tapauksissa?
kuin tasapelejs. Kuinka monta ottelua joukkue & ISTUA ————— 3
voitti, pelasi tasan ja havisi? SATULA ———— 3 26. Millaisia funktioita tuntemasi laitteet tai
‘a ohjelmat siitvt? Kerro esimerkkeja.
22 223
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Vuokraamossa elokuvan hinta on 4 euroa. Elsi vuokraa kuukauden
aikana 9 elokuvaa. Kuinka suuri on niista aiheutuva lasku?

Ratkaisu
Vuokrien kokonaishinnan ja vuokrattavien elokuvien lukuméarin
vilinen riippuvuussuhde voidaan esittdd kaavan avulla seuraavasti:

kokonaishinta = vuokrattujen elokuvien lukumééra - 4 €.

Elsin vuokraamat elokuvat maksavat yhteensi
9-4€=36¢€.

Vastaus: Laskun suuruus on 36 €.

6 HEBOMICEFROME
(Martti et al., 2022, p.202)

11. Lampétila kelvineind K muutetaan
celsiusasteiksi C kaavan C= K — 273
mukaisesti. Muunna celsiusasteiksi (°C)
a)290K b)325K ¢) 190K d)0K.

M7 #H2OOHEDKEFEEFERIEXTEA SN
fI%E (Martti et al., 2022, p.203)

X4 [3E#HeAEX] D

i | R i | R
Rt | W RO
2Bl | BeAv A

A OBER (R VIR LT D
3 16

VIH) : DN ?

| ) .ZOmTﬁttZO
dpmomk 0
£ EmoNE Ll Ao

: . VT T )
§ SRR 9} o
. o o (AT
I S VEMS
EREZ e U P
. iﬁrﬁtzrﬁﬁ% T S

2! ?;%E'“

Ratkaise verrannosta tuntematon X.

x _5 x 6.8
A 346 b g 8 24 9 ¥=2s
Ratkaisu
a) Koska verrannossa §=% vasemman puolen nimittdji 24 on 4 kertaa

niin suuri kuin oikean puolen nimittdja 6, vasemman puolen
osoittaja x on 4 kertaa niin suuri kuin oikean puolen osoittaja 5.
x=4-5=20

X8 LEFIXDRERE (Martti et al., 2022, p.205)
Jos iso maitopurkki eli 1,5 litraa maitoa maksaa 1,20 euroa,
hinnan ja maéran suhde on 112316.

120€ 0,80 €/ ilmoittaa maidon litrahinnan.

Suhteen arvo

1,51

9 RIBENUEHSLVDKEITHS I DR
(Martti et al., 2022, p.208)

5 [1 ZEXCELHERX] O

10 2DODHEDOAFRERTMEDSE
(Martti et al., 2022, p.208)
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lampétila (°C)

1:2 1 o Iﬁ" potila (°C)
80 B———g——— 1
70 6 ¢———85
60
>0
40
30
20
10 aika (min)

00 1 2 3 4 5 7 9 10 11

Kuvaaja ja taulukko ja esittavit funktion y = x — 4 mukaista riippuvuutta.

7 [‘ ] y=é—‘4"f]
0 -4
T 5 i =
B241 3 -1
6 2

£ Kun x=-1, niiny =5,

11 EREECI ST
(Martti et al., 2022, p.224)

15 FARIEIRET T 7 TRINDZ L EEPHD
FIZE (Martti et al., 2022, p.234)

teho (MW,
L
4000
I/ \
3000
\
2000
P \
100014
klo

%O 06 12 18 00

12 BIRD T 57 (Martti et al., 2022, p.226)

10 tuotto euroja)

8 |fun tioi’lsu rinarva

8 ——“————L- —

0 = ™~

40 funktion suurinta
20 ~arvoa vastaava

muuttujan a

o nallakohta Y2 il Janano
30 0 15 20 25 30 35 40 45 5 S5 6D 65 70 | lipun kappalehinta (€)
—40

80

00

4. Tarkastele kuvaajan esittamaa vilia.

bl A G

|
£
|
w
L
N
|
=3
~N

WoN R

a) Mitka ovat funktion nollakohdat?
b) Mika on funktion pienin arvo?
¢) Mika funktion suurin arvo?

16 XBZEICERLRZERELDTTT
(Martti et al., 2022, p.235)

13 tomEmRKEEZHZANSEEDNT Z 7
(Martti et al., 2022, p.228)

14. Milld muuttujan x arvolla funktioiden
" fja garvot ovat yhti suuret?

a) flx) =6xjag(x) =2x+8

b) flx)=x+3jag(x)=2x-6

Funktio f lisdd lukuun luvun 3. Kirjoita funktion f saanto lausekkeena ja laske
funktion arvo muuttujan arvolla x = 5.

Ratkaisu
Funktion fsaant voidaan esittdd muodossa f(x) = x + 3.
Funktion arvoksi saadaan f(5) =5+ 3 =8.

297, Merkinté £(5) lue

14 BBOMBRIF X TREN, RFRT SHE
(Martti et al., 2022, p.232)

52

17 2 D20B#E () &gx) DEBENIELL A
B&HIEHx DEEKRD HRIE
(Martti et al., 2022, p.239)
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Aallon nopeus v metreini sekunnissa riippuu taajuudesta f hertseini ja Piirrd koordinaatistoon suora y = x - 2.

aallonpituudesta A metreind kaavan v = fA mukaisesti.

a) Ratkaise kaavasta aallonpituus A.

b) Laske, kuinka suuri on aallonpituus, kun déniaallon taajuus on
440 Hz ja nopeus ilmassa on 343 m/s.

Ratkaisu
Lasketaan suoran yhtilén toteuttavia pisteita taulukkoon.
£9(" Suoran piirtdmiseen riittaa kaksi

pistettd, mutta kolmas piste voidaan
laskea tarkistuksen vuoksi.

Ratkaisu
a) v=fA ||f 29" Jaetaan molemmat puolet taajuudella f.
v Vaihdetaan muodostuvan yhtélon vasen ja —_—
A= 7 oikea puoli keskendén. Sijoitetaan lasketut lukuparit koordinaatistoon ja piirretdin pisteiden kautta suora.
7 £ Yhtals merkitaan piirretyn
ht
by A= v 2907 Sijoitetaan tunnetut arvot a-kohdassa SlornyhiE teen
f saatuun kaavaan.
Ao 343 m/s )
440Hz /]
= i X
A=0,779..m E T
A=0,78m
Vastaus: a) Aallonpituus saadaan kaavalla A= % ; 5
b) Adniaallon aallonpituus on 0,78 m.

18 WOREICRAYT 2[I%E 20 x, ylET31 kAR E®mATEETOY b
(Martti et al., 2022, p.240) TB2ETTS7&hLEE
(Martti et al., 2022, p.250)

Merkitse koordinaatistoon nelji pistettd, jotka ovat yhtilon y=2x -3

ratkaisuja. Meiiritid suoran y = 2x + 4 nollakohta
a) laskemalla b) piirtimalla.
Ratkaisu
e — 4 e e § : Ratkaisu )
nittujalle e ooya ja Jasketaanl St VistHAvaL AT aEvor a) Merkitain yhtlon y = 2x+ 4 y:n arvoksi nolla ja ratkaistaan yhtals.
2x+4=0 /™ Nollakohdassa y = 0:
s .Av_1lrl\etaan mututtu:“allle Dar=0=4 T y=2x+4
joilla y:n arvot on he
(0,-3) ol i 2x=—4 |2 4
(- =2 o
23 b) Piirretddn suora y = 2x +4. Vi J2xf+4
(3.3)
Merkitdin pisteet koordinaatistoon. Al BiawaZe (1,6)
-1 2:(-1)+4=2 (-1,2)
X T
= Koska suora leikkaa x-akselin kohd ——— i X
- x =2, suoran nollakohta on x=-2. 1

o H21 2@YVOAETCEOSDEIZE %KD 5REHE
2 % (Martti et al., 2022, p.254)

Kaikki pisteet asettuvat samalle suoralle,
joka kuvaa yhtilon y = 2x — 3 ratkaisuja. A
19 ARRRXy==x—3 D@ % xy EZEF@EmLICT
Oy hT 38 (Martti et al., 2022, p.247)
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MEIFHE A FRRLE H235 (202349/7)

Piirretaan koordinaatistoon suora y = 3x — 2.

Suoran y = 3x — 2 kulmakerroin on 3. Kun taulukossa muuttujan x arvo|
kasvaa yhdelld, y:n arvo kasvaa kolmella. Vastaavasti kun kuvaajassa
x-koordinaatti kasvaa yhdelld, y-koordinaatti kasvaa kolmella.

Y
/143

4 1

B /+3

2

A+ X

S FBR|/]
-

1

=[xl /]

Maéiritd suoran s yhtils, kun suoran kulmakerroin on 3 ja suora kulkee
pisteen (2, 5) kautta.

Ratkaisu

Suoran s kulmakerroin k = 3, joten suoran yhtilé on muotoa y = 3x + b.
Sijoitetaan pisteen (2, 5) koordinaatit x =2 ja y = 5 suoran yhtil66n ja
ratkaistaan yhtilostd vakiotermi b.

5=3.2+b
5=6+b
5-6=b
-1=b
b=-1

Vastaus: Suoran s yhtélé on y=3x— 1.

24 EROEZEERLEOEDEED > ERDHE
KERETZRE (Martti et al., 2022, p.266)

22 RETITPLEROEE KD ZMHE
(Martti et al., 2022, p.258)

Piirrd koordinaatistoon suora y = 3x + 2. Péittele kuvaajan avulla
a) suoran kulmakerroin
b) vakiotermi.

Ratkaisu

-1 -1
[} 2
1 5

A1/

=3xHZ
/i

i x

=615 P 32

a) Kun x kasvaa yhdelld, y kasvaa kolmella. Kulmakerroin k= % =3.

b) Suoran ja y-akselin leikkauspisteessi x-koordinaatti on nolla. Kun yhtalossa
y=3x+2 muuttujalle x annetaan arvo nolla, saadaan y=3-0+2=2.
Niin ollen vakiotermi b= 2.

Miiritd sen suoran yhtild, joka kulkee pisteiden (-1, 4) ja (2, —2) kautta.

Ratkaisu
Suoran yhtils on muotoa y = kx +b.
—2-4 _-2-4_—6

246,

2-(-1) 2+1 3

Kulmakerroin on k=

Ratkaistaan suoran vakiotermi sijoittamalla suoran yhtaloon pisteen (=1, 4)
koordinaatit ja kulmakerroin —2.

4==2-(-1)+b 297> Suoran yht&lgén sijoitettu piste voi olla kumpi
4=2+b tahansa suoralle kuuluva piste.

4-2=b
b=2

Vastaus: Suoran yhtils on y =—2x+2.

25 2 EDEEZEH,SEROIEZ 2K, BEROATE
RERET 5ME (Martti et al., 2022, p.269)

Piirrd koordinaatistoon suorat y=2jax=-1.

Ratkaisu
Suoran yhtild y =2 tarkoittaa, ettd 57
kaikilla x:n arvoilla y-koordi ion2. =1

Suoran yhtils x =1 tarkoittaa, ettd
kaikilla y:n arvoilla x-koordinaatti on —1.

23 EHRDEZXEyEHEDHBELADEZEKRD S
fiRE (p.262)
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26 FAREAD S xEICTT, HI3VEIEELER
% <@ (Martti et al., 2022, p.271)
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Koordinaatistoon on piirretty suorat Vi

y=2x-2,y=-x+3,y=2xjay=2x+3. =pX|F3) 4

Suorien y=2x-2,y=2xjay=2x+3 S

kulmakertoimet ovat yhti suuret, joten &

suorat ovat yhdensuuntaiset. 7| ¥
%5p-BFL

Suorat y=2x+3 jay=—x+3 leikk
y-akselin pisteessi (0, 3), joten niiden
vakiotermi on 3.

27 FarERE, BFEOAEXOEHIEZKD
2R (Martti et al., 2022, p.271)

Piirra taulukoimatta suora y = 2x — 1.

Ratkaisu

Yhtilon vakiotermistd nihdaan, ettd suora leikkaa y-akselin pisteessi (0, —1).
Suoran kulmakerroin on 2, eli kun x kasvaa yhdelld, y kasvaa kahdella.
Piirretddn ndiden tietojen avulla suora y =2x—1.

=2x-1

I T

©i=1)
|

4 ! Lol M T 1 1 L1 T

Merkitaan kulma-
kertoimen avulla
muita suoran pisteita.

Merkitdén suoran ja
y-akselin leikkaus-
piste (0, =1).

Piirretaan pisteiden
kautta suora.

28 EMDEEE yEHEDHESDEEZE,IS T Z
7% H» <& (Martti et al., 2022, p.274)

Lue funktion f(x) = x — 2 kuvaajasta epayhtilon x — 2 > 0 ratkaisu.

£9L7) Merkintd o tarkoittaa
kuulu ratkaisujoukkoo

I fix)

K29 75 7%FALENFSTERDEE KD B
85 (Martti et al., 2022, p.285)

a) Piirrd parzmbe]iy:x2 -4,
b) Ratkaise yhtilo x* — 4 = 0 kuvaajan avulla. Tarkista laskemalla.

Ratkaisu

a) Lasketaan paraabelin yhtilon toteuttavia pisteita taulukkoon.
Sijoitetaan lasketut lukuparit koordinaatistoon ja hahmotellaan
pisteiden kautta kuvaaja.

L[ | EEsuscausass
-3 (-3)?-4=5 (-3,5) | { b I
-2 (2P-4=0 (2,0 | \\ 2 l/
-1 (-1)?-4=-3 (-1,-3) : & *
0 0-4=-4 (0-4) | PPRRE.
i 12-4=-3 ‘ \2|-/
4= (1,-3)
2 22-a=0 (2,0
3 32-4=5 (3.5)

~‘\7'} Paraabeli aukeaa ylospain, jos ek
sisdltavan termin kerroin on pos!
ja alaspdin, jos kerroin on negati

b) Paraabeli leikkaa x-akselin kohdissa x = -2 ja x = 2. Tarkistetaan
sijoittamalla, ovatko luvut =2 ja 2 yhtilén x? - 4 = 0 ratkaisuja:
(-2)’—4=4-4=0
22—4=4-4=0

Koska molemmat luvut =2 ja 2 toteuttavat yhtilén x*—4=0,
ovat x = =2 ja x = 2 yhtilon x? - 4 = 0 ratkaisuja.

30 Mg E 2 RARKXOBEORBFR KO RHE
(Martti et al., 2022, p.291)

=—x+
Ratkaise yhtélopari {ﬁ _ 2; b 14 piirtamalla.

Ratkaisu
Piirretddn samaan koordinaatistoon suorat y = —x+4 jay=2x+ 1.

N [ D
—0+4=4 (04) 4 ! 5

1 —1+4=3 (1,3) T A T

2 Hta=2 2,2 ] B

0 2.0+1=1 (0,2) 1

1 2.1+1=3 (1,3) #

2 2.241=5 (2,5 L

B 31 BEAHREXDEET I TOHBERELTKD

5RI% (Martti et al., 2021, p.66)
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15. Muodosta kuvaajasta yhtélopari ja
ratkaise suorien leikkauspiste laskemalla.

A

32 JII7hSEIARERELTTHEEKRD DM
%8 (Martti et al., 2021, p.72)

. L. [x+3y=6 ciosn . G
Ratkaise yhtélopari {y—-xy— 1 a) piirtamalla  b) laskemalla.
Ratkaisu
a) Piirretdan yhtiloparin yhtiloitd kuvaavat suorat samaan
koordinaatistoon.
e [
& YEXEL
x+3y=6 &
™~ 3
™~
=
= ~L_ [ x
P S e e 2 7 6 Suorat voidaan piirtaa
;! ‘ taulukoimalla tai mate
I 1 > : ohjelmiston avulla.
I

Suorien leikkauspiste on likimain (2,3; 1,3), joten yhtiloparin
. x=2,3
ratkaisu on {,V =13
b) Sijoitetaan yhtaloparin ylempaan yhtiloon x + 3y =6
tuntemattoman y paikalle lauseke x — 1 ja ratkaistaan tuntematon x.
x+3(x-1)=6
x+3x-3=6

33 JT7T7EEED 28 TEAAFEREHECH
BNO—E (Martti et al., 2021, p.82)
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Laiva 1 lihtee liikkeelle klo 12.00, jolloin laivojen vilimatka on 15 km.
Mihin aikaan ja kuinka kaukana lihtopisteestd laiva 1 saavuttaa
laivan 22

S laiva 1 7

30 km/h 25 km/h

laiva 2

Ratkaisu
Koska laivan 1 nopeus on 30 km/h, sen etiisyys y lihtopisteestd voidaan
esittidd yhtalond y = 30x, jossa x on matkaan kiytetty aika tunteina.

Vastaavasti laivan 1 lihtohetkelld 15 km edelld oleva laiva 2 kulkee
nopeudella 25 km/h, joten sen etiisyytti lihtopisteestd kuvaa yhtilo
y=25x+15.

Esitetddn laivojen etiisyydet laivan 1 lihtopisteestd suorina y = 30x ja
y=25x+ 15 ja piirretidn ne samaan koordinaatistoon.
etaisyys lahtopisteesta (km)

1 1 Laivat kulkevat tasaisilla 1
W T T T I 1T 1T joten niiden liikkeita void
T “ T kuvata suorilla.
80 1 |
|
poed
60 | |
! |
a0 ! |
{ |
20{ _~ L1
~ bt 1 |
| | Xaika (h)
0 3

Laiva 1 saavuttaa edelld kulkevan laivan 2, kun suorat leikkaavat toisensa.
Leikkauspisteessi (3, 90) aikaa on kulunut 3 tuntia ja laivan 1 etdisyys
lihtopisteestd on 90 km. Kello on 12.00 + 3.00 = 15.00.

Vastaus: Laiva 1 saavuttaa laivan 2 klo 15, jolloin etdisyys
lihtopisteeseen on 90 km.

34 BEZRIWNROME
(Martti et al., 2021, p.87)

(—REBOR, R, 75 7OMEREOLT)

T=00LED Y DfE

22 B B2
fcliedunciis

T ORNEN 1 DLED H
yoimE

—REB y=2x—1120T, R, X, /570BFREELHBL, Lo
LY ET, —REBEZZDLEICE, K R, F57080hn 128

b, ZIHS5VBVLLRIENhIYET,

M35 AANHEMEILSIIR R, 77 70BRF
EFHEAT B0 (MZAAth, 2021b, p.76)
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